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MATHEMATICS 
BEZIEHUNGEN DER ~7 UND ~s ZUR OKTA VENEBENE. IX 
VON 
HANS FREUDENTHAL 
(Communicated at the meeting of 30 May, I959) 
29. Relationen in der Mannigfaltigkeit der Symplekta 
29.1. Die Symplekta {4>1}, {4>2} heissen 
verbunden, wenn 4>14>2=0, 
verflochten, wenn [4>1. 4>2] = 0, 
scharnierend, wenn (4>1. 4>2) = 0. 
29.2. Verbunden-+ verfl.ochten-+ scharnierend. 
Sei namlich X2, Y2 E {4>2}, 4>2=(X2, Hx Y2). Ist 4>14>2=0, so ist 
4>1X2=4>1Y2= 0, also [4>1. 4>2] = (4>1X2, H x Y2) + (X2, H x 4>1Y2) = 0. Also 
[4>1. 4>2] = 0. Nebenbei ergibt sich dann 4>24>1 = 0, also die Symmetrie der 
Verbundenheit. 
Sei nun [4>1. 4>2]=0. Dann ist 4>24>14>2=4>14>~=0, andererseits (nach 
I 28.19)= I 8 (4>1, 4>2)4>2. Also (4>1, 4>2)=0. 
29.3. Sind {4>1}, {4>2} verbunden, so ist 4>1 + 4>2 E ~4· 
29.4. Sind {4>1}, {4>2} scharnierend, so ist [4>1, 4>2] E ~4 und mit {4>1} 
und {4>2} verbunden. 
I Denn [4>1. 4>2]2 = 4>1 4>24>1 4>2 + 4>24>1 4>24>1 = - 9(4>1. 4>2)4>1 4>2 = 0, also 
(nach 28.25) [4>1. 4>2] E ~4- Ferner 
I 4>1[4>1. 4>2] = - (/)1(/)2(/)1 =- I8 (4>1. 4>2)4>1 = 0. 
Ebenso 4>2[4>1, 4>2] = 0. 
29.5. Die Menge der Punkte, die von zwei bzw. drie unabhangigen 
und paarweise verbundenen Punkten abhangen, heisst Gerade bzw. Ebene. 
Die Punkte einer Geraden (einer Ebene) sind paarweise verbunden. 
29.6. Zwei Symplekta sind dann und nur dann verbunden, wenn ihr 
Durchschnitt eine Ebene ist. 
Sei 4>14>2=0, also auch 4>24>1=0. A1. A2 E ~1· 
4>1A1 X 4>2A2 = (/)1 *(A1 X 4>2A2) = (/)2*(4>1A1 X A2). 
Aa = A1 x 4>2A2, A4 = 4>1A1 x A2 brauchen zwar nicht E ~1 * zu sein, wohl 
aber gilt A3 x A3 = A4 x A4 = 0. N ach 28.5.1 ist dann 
4>1(H* x Aa) E {4>1}, 4>2(H* x A4) E {4>2}· 
Also H* x (4>1A1 x 4>2A2) E {4>1} fl {4>2}· 
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Es ist q>1q>2A2= 0, also (/>2A2 (wenn ~ 0) verflochten mit einer 3-dim. 
Menge von {q'>1} (siehe 28.30). Der Nullraum von 
q>1A1 -+ H* X (q'>1A1 X q'>2A2) 
(als entarteter projektiver Abbildung von {(/>1} in sich) ist 3-dim., also der 
Bildraum eine Gerade in {q'>1} n {(/>2}. Somit ist (/>1A1 mit allen Punkten 
einer Geraden aus {q'>1} n {q'>2} verbunden. Das kann nicht fur alle Punkte 
(/>1A1 von {q'>!} dieselbe Gerade sein. Also ist dim {q'>1} n {q'>2}> l. Da ein 
Symplekton durch zwei nichtverbundene Punkte bestimmt ist, sind alle 
Punkte von {q'>1} n {q'>2} untereinander verbunden. Also ist {q'>!} n {q'>2} 
eine Ebene. 
Umgekehrt: Wenn {q'>!} n {q'>2} zwei Punkte enthalt, so ist jedes (/>2A 
mit zwei Punkten von {q'>1} verflochten, also (nach 28.16} q>1q>2A=O. 
Also (/>1 (/>2 = 0. 
29.7. Zwei Symplekta sind dann und nur dann verflochten, wenn ihr 
Durchschnitt nichtleer ist. 
Denn mit (/>t=(X, U-1) ist 
(X, U1)(X, U2)A=2U1 x (Xx(X, U2)A)-!((X, U2)A, U1)X 
=0-(XxA, U1x U2)X 
symmetrisch in U1 und U2, also q,1q,2=q,2q,1· 
Umgekehrt folgt aus (/>1(/>2=(/>2(/>1 entweder (/>1q>2A=O fiir alle A E ~t, 
also (/>1(/>2=0, oder (/>1q'>2A#O fiir gewisses A E ~~, also E {q'>1} n {(/>2}. 
Jedenfalls {q'>1} n {q'>2} nichtleer. 
29.8. Seien die Symplekta q>~, (/>2 scharnierend, aber nicht verflochten. 
Dann ist die Menge der X E {(/>1) mit (/>2X = 0 die Ebene {q'>!} n {q'>a}, wo 
(/>a= [(/>1, (/>2], und die Menge der q'>2X mit X E {q'>1}istdieEbene {q'>2}n {q'>s}. 
Denn die X E {q'>1} n {q'>a} sind mit allen Punkten von {q'>2} n {q'>s} ver-
flochten, also (/>2X = 0 nach 28.16 ; andererseits sind alle X E { (/>1} mit 
(/>2X =0 untereinander verbunden, denn ware X, Y E {(/>1}, (X, Hx Y)~O, 
so ware [(/>2, (X, H x Y)] = (/>2X x (H x Y) +X x (H x (/>2Y) = 0, im Wider-
spruch zu [(/>2, (/>1] ~ 0; also sind alle X E {(/>1} mit (/>2X = 0 verbunden 
mit ganz {(/>1} n {q'>3}; also liegen jene X in {q'>!} n {q'>a}. Da der Null-
raum bei der Abbildung (/>2 von {q'>1} in {q'>2} 2-dim. ist, ist auch der 
Bildraum 2-dim.; andererseits ist fiir X= (/>1A: (/>1q'>2X = 0; also 
(/>zX E {q'>z} n {q'>a} (Vertauschung von I und 2); also (/>2{(/>1} = {q'>z} n {q'>a}. 
29.9. Seien die Symplekta q>~, (/>2 verflochten, aber nicht verbunden. 
Dann ist die Menge der (/>zX mit X E {q'>1} der Punkt {q'>1} n {q'>2} und 
die Menge der X E {q'>!} mit (/>2X = 0 gleich der Menge der in {q'>1} mit 
{q'>1} n {q'>2} verbundenen Punkte. 
29.10. Dann und nur dann scharnieren die Symplekta {(/>1}, {(/>2}, wenn 
es ein X E {q'>1} gibt mit (/>2X=O. 
Nur dann: Folgt a us 29.8-9. 
Dann: Zu X E {q'>1} mit (/>zX =0, wahle man ein U, so dass (/>1=(X, U). 
Dann ist ((/>1, (/>2) =- 9((/>zX, U) = 0. 
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29.11. Die Symplekta <P1, <P2 seien verbunden und <P2, <Pa verfl.ochten. 
Dann scharnieren <P1, <Pa. 
Denn wenn X E {<P2} n {<Pa}, so ist X verfl.ochten mit allen Punkten 
(also mehr als einem) von {<P1} n {<P2}. Also <PIX= 0 und nach 29.10 
demnach (<PI, <Pa) = 0. 
29.12. Sind <PI, <P2 scharnierend, aber nicht verfl.ochten, so gibt es 
genau ein <Pa, das mit heiden verbunden ist. 
Die Existenz ergab sich in 29.4. - Sind <P1<Pa=<P2<Pa=O, so sind 
{<Pl} n {<Pa}, {<P2} n {<Pa} Ebenen, die punktweise verfl.ochten sind, also 
die Mengen der <PI<P2A und <P2<P1A, also ist {<Pa}= {[<P1, <P2]}. 
29.13. Dann und nur dann ist mit <P1, <P2 auch <PI+ <P2 Symplekton, 
wenn <P1, <P2 verbunden sind. 
Dann: <PI<P2 = <P2<PI = 0, also (<PI+ <P2)2 = 0. 
Nur dann: A us (<PI+ <P2)2 = 0 folgt <P1<P2 + <P2<P1 = 0, also <P1<P2A = - <P2<P1A 
identisch 0, oder E{<PI}n{<P2}, also [<P1,<P2]=0, also wieder <P1<P2=0. 
29.13.1. Das fiihrt nach 28.22.L zu einem neuen Kriterium fiir Ver-
bundenheit von <P1 und <P2: 
- - - - 1 1 ( <Pl <P2 + <P2 <PI)<P = - 9 ( <P' <Pi)<P2 - 9 ( <P' <P2)<PI . 
Auch dies ist fiir die Behandlung der Faile ko, qu, ok wichtig. 
29.14. Wir untersuchen die Menge ~ der · Symplekta durch emen 
festen Punkt X, den wir etwa als 
0 0) 
0 0 . (0) (0) 
0 0 
wahlen. Der Punkt Y scharniere nicht mit X. Wir nehmen etwa 
(1 0 0) y = (0) 0 0 0 (0). 
0 0 0 
Die Menge der Symplekta durch Y heise ~'. 
Fiir jedes <P E ~gilt <PY *0, da sonst Y mit den Pu~kten von <P, also 
auch mit X scharnierte. Zu jedem <P E ~ gehort genau ein <P' E ~~, das 
<P in einem Punkt trifft, namlich <P' =(<PY, H x Y). Die Zuordnung 
<P-+ {<P} n {<P'}=<PY ist eineindeutig. Man erhalt die Menge Os dieser 
<P Y als Menge der mit X und Y verfl.ochtenen Punkte 
( 0 lXI 1X2) (0 0 0) A= 0 0 0 IX4 0 0 
0 0 0 IX5 0 0 , 
( 0 0 0) 0 -IXo IX3 
0 IX6 IXO 
mit 
(a, a)=O, 
469 
wo a zur Abkiirzung steht fiir .xo, .•• , <X6 und 
(a, a)= .x1.x4 + .x2.xs + .xa.x6 + .x~. 
Die Menge Os, und also auch ~. hat die Struktur einer 5-dim. Quadrik, 
nicht eines 5-dim. Symplektons. Das ist die erste Abweichung von der 
Dualitat, nachdem his jetzt alle Anzeichen auf Selbstdualitat der symplek-
tischen Geometrie deuteten. 
Seien A, B, X E Os mit zugehorigen a, b, x. 
(
-!(a,b) 0 
Ax B= (0) (0) 0 0 
0 0 
wo (a, b) das zu (a, a) gehorige innere Produkt bedeutet. Verbundenheit 
in ~ im Sinne von ~4. Verflechtung in Os im Sinne von ~1 und V er-
bundenheit in Os im Sinne der Quadrik entsprechen einander. 
Man rechnet Ieicht a us (fiir A x B = 0): 
(A, H x B)X = !(b, x)A -l(a, x)B. 
Die infinitesimalen Abbildungen 
x--+ i(b, x)a- i(a, x)b 
von Os auf sich erzeugen die ganze projektive Gruppe, die Os (d.h. 
(a, a)= 0) invariant lasst, d.h. die Darstellung einer reellen Form der ~3 
im 6-dim. projektiven Raum. Dieselbe wird von der metasymplektischen 
Gruppe in ~ induziert. (Dual hierzu war die @:a im Symplekton.) 
29.15. Wir betrachten nun die Menge x der Geraden durch 
X= (~ ~ ~) (0) (0). 
0 0 0 
Die Menge der mit X verbundenen Punkte (siehe 28.28) ist ein Kegel 
tiber der Menge 06 der 
( 0 0 0) A= .x1 0 0 
iX2 0 0 
0) (0 iX4 0 
-.X7 0 
iX5 iX6) 
0 0 
0 0 
mit 
(a,a)=O, 
wo a zur Abkiirzung fiir .x1, ... , .xs steht und 
(a, a) = iXIiX5 + <X2<X6 + .xa.x7 + .x4.xs. 
Die Gruppe aus 29.14 induziert in 06 eine irreduzible Darstellung, und 
das kann nur die Spindarstellung der ~3 im 7 -dim. projektiven Raum 
sein. Sie ist iibrigens transitiv. 
Die Geometrie in 0 6 und ~ ist besonders interessant. F. VANDER BLIJ 
und T. A. SPRINGER sind auf sie von den Oktaven mit Nullteilern her 
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gekommen. Sie verhalt sich zur metasymplektischen Geometrie etwa wie 
die 3-dim. zur 5-dim. symplektischen. Man hat in ihr zwei fundamentale 
Relationen, die der Verbundenheit und der Verflechtung entsprechen. 
Wir wollen hier auf sie nicht weiter eingehen. 
29.16. Aus dem Vorigen folgt, dass die metasymplektische Gruppe 
iiber der Menge der Geraden transitiv ist, dass man also eine Gerade L 
his auf metasymplektische Transformationen in der Form 
( * 0 0) * 0 0 (0) (0) 
0 0 0 
annehmen darf. Wir suchen die Symplekta durch diese Gerade. Die 
Punkte von 0 5 (siehe 29.14), die mit den Punkten von L verflochten 
sind, lauten 
(0) (~4 ~ ~) (~ ~ ~3)· 
lX5 0 0 0 0 0 
Sie bilden eine projektive Ebene ~ in 0 5• Insbesondere liegt also jede 
Gerade in einem Symplekton. 
Weiter suchen wir die Symplekta durch eine Ebene P der meta-
symplektischen Geometrie. Wir diirfen annehmen, dass P die soeben 
verwendete Gerade L enthalt und ausserdem einen Punkt 
( 0 0 0) 0 0 0 
{h 0 0 
( 0 0 0) 0 0 {32 (0). 
0 0 f3a 
Die mit P punktweise verflochtenen Punkte von 0 5 liegen in ~ und 
geniigen noch 1X4{3a -£Xs{32 + txa{31 = 0, bilden also eine Gerade in ~. 
Schliesslich sieht man ohne weiteres, dass auch die durch die Gerade L 
gehenden Ebenen eine projektive Ebene bilden. Also: 
Die Symplekta und Ebenen durch eine feste Gerade L bilden eine Strukt11,r 
der reellen projektiven Ebene im Sinne 
Symplekta --? Punkte, 
Ebenen --? Geraden, 
Symplekton durch eine Ebene --? Punkt auf einer Geraden. 
Es sei hier vorweggenommen, dass diese Eigenschaft beim Ubergang 
zu ko, qu, ok erhalten bleibt. Das hat zur Folge, dass eine gewisser Zug 
von Selbstdualitat, der bei re noch vorhanden war, dann verschwindet· 
29.17. Sind {4>}, {4>'} nicht-scharnierende Symplekta, so gibt es ein 
metasymplektisches f, das {4>} und {4>'} invariant lasst und auf {4>} 
eine vorgegebene symplektische Abbildung induziert. 
Das ist eine Verscharfung von 28.27. Wahlt man dort X, Y E {4>}, 
Y1 E {4>'}, so dass Xx Y1=0 ist, so lasst e2~P, auch 4>' invariant. Da kein 
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Punkt von {<P'} mit allen Punkten von {<P} scharniert, erhalt man so jede 
beliebige symplektische Transvektion. 
29.18. Die metasymplektische Gruppe ist transitiv tiber der Menge 
der Paare <P E m54, X E m51 mit <PX =1= 0. 
Man braucht nur zu beweisen, dass es zu <1>1 E m54 , X, Y E [l3I, mit 
<P1X =1= 0, <P1Y =1= 0 ein metasymplektisches f gibt mit f{<P!} = {<Pl}, fX,....., Y. 
\Venn durch X, Y ein Symplekton geht, das mit <P1 nicht scharniert, so 
folgt die Behaptung aus 29.17. 
Scharnieren X, Y nicht, so betrachte man die Symplekta <P durch X 
und <P' durch Y; beide Mengen haben nach 29.14 die Struktur einer 5-dim. 
Quadrik. Da <P1X =I= 0 bzw. <P1 Y =1= 0, sind ( <P, <P1) bzw. ( <P', <1>1) ¢. 0 ; die 
<P bzw. <P', die mit <1>1 scharnieren, bilden eine 4-dim. Teilmannigfaltigkeit. 
Es gibt also <P durch X und <P' durch Y, die einander in einem Punkt Z 
treffen, doch so, dass keines von heiden mit <P1 scharniert. Schaltet man Z 
zwischen X und Y ein, so wird dieser Fall auf den vorigen zuriickgefUhrt. 
Der Fall scharnierender X, Y lasst sich leicht auf den nicht-schar-
nierender zurtickfiihren. 
29.19. Die metasymplektische Gruppe ist transitiv tiber der Menge 
der Paare nicht-scharnierender Punkte. 
Wir brauchen nur zu zeigen, dass es zu X, Y, Z mit (X, Y, H) =1= 0, 
(X, Z, H) =1= 0 ein metasymplektisches f gibt mit fX,....., X, fY,....., Z. Wir 
legen durch X ein Symplekton {<P} mit <PY =1=0, <PZ=!=O. Nach 29.18 haben 
wir ein g mit g{<P}={f}, gY ,....,z. Wir legen durch Zein Symplekton <P' 
mit (<P, <P') =1= 0. Nach 28.27 gibt es ein h mit h{<P} = {<P}, h{<P'} = {<P'}, 
hgX,....., X, h<PZ=<PZ (denn da X und fX nicht mit Z scharnieren, sind X 
und fX nicht mit <PZ verbunden - siehe 28.~3). hg leistet das Gewiinschte. 
29.20. Die metasymplektische Gruppe ist transitiv iiber der Menge 
der geordneten Paare nicht-scharnierender Symplekta. 
Wir brauchen nur zu zeigen, dass zu <1>1, <1>2, <P3 mit (<P1, <P2) =1= o, 
(<P1, <P3) =1= 0 ein metasymplektisches f existiert mit j{<P1} = {<Pl}, f{<Pz} = {<P3}. 
Wir nehmen erst an dass <1>2 , <1>3 verflochten sind. 
Nach 29.19 konnen wir weiter voraussetzen, dass der Punkt X aus 
29.14 auf <P1 liegt und der Punkt Y aus 29.14 gleich {<1>2} 1\ {<P3} ist. 
Nach 29.14 gibt es ein metasymplektisches f, das X und Y invariant 
lasst, {<Pl} invariant lasst und {<Pz} in {<P3} tiberfiihrt. 
Der allgemeine Fall ergibt sich hieraus leicht. 
30. Ein ,nicht-trivialer" I nzidenzsatz 
30.1. Seien <P1, <Pz, <P3 E m54, lJ'=<P1<Pz<P3, A=<P1X. Dann ist 
l l P 2A- I8 ( [<P1, <Pz], <P3) lJ' A- 183 (<P1. <Pz) (<Pz, <P3) (<Pa, <P1)A = 0. 
Beweis: 
wo 
ist. 
472 
f!J1f!J2@3@1 = f!J1[f!J2, f!J3]f!J1 + f!J1f!Jsf!J2f!J1 
1 
= 18 (@!, [@2@3])@1 + @1@3@2@1 
1 f!J1 f!J2f!J3f!J1 f!J2f!J3f!J1 = 18 ( f!J1, [ f!J2f!J3] )f!J1 f!J2f!J3f[J1 + f!J1 f!J2f!Jsf!J1 f!J3f!J2@1, 
der letzte Summand 
1 1 
= 18 (f!J1, f!J3)f!J1@2f[J3@2@1 = 182 (f!J1, f!J3)(f!Js, f!J2)f!J1f!J2@1 
1 
= 183 (f!J1, f!J3)(f!J3, f!J2)(f!J1, f!J2)f!J1 
30.2. Zu zwei Symplekta {f!J}, {fP'} mit (f!J, @')of 0 gehi:irt eine symplek-
tische Abbildung 
{f!J}--+ {f!J'}, 
bei der jedem Punkt von {f!J} der mit ihm verflochtenc von {f!J'} ent-
spricht. 
Die vorige Formel zeigt : 
{ f!Jl} --+ { f!J2} --+ { f!J3} -> { f!Jl} 
(wenn (f!Ji, f!J1)ot0 fur iotj) ist eine symplektische Abbildung von {f!Jl} 
auf sich mit hi:ichstens zwei verschiedenen Eigenwerten und hi:ichstens 
doppelten Elementarteilern. Wir nennen solch eine Abbildung eine 
symplektische Perspektivitat. 
Wir haben hier einen Inzidenzsatz erhalten, der dem in der symplek-
tischen Geometrie ahnelt. Dort waren die entsprechenden Abbildungen 
Polaritaten. 
30.3. Wir zeigen nun, dass man so aile symplektischen Perspek-
tivitaten von {f!Jl} erhalt, und zwar auch schon, wenn man {f!J2} festlasst 
und nur {f!J3} variiert. 
Man rechnet leicht nach, dass die symplektischen Perspektivitaten 
nach der symplektischen Gruppe in sechs Klassen zerfallen: 
l) Verschiedene reelle Eigenwerte; die Fixpunkte erfilllen zwei zuein-
ander fremde Ebenen des Symplektons. 
2) Verschiedene komplexe Eigenwerte; beim Ubergang ins Komplexe 
findet man die Fixpunkte auf zwei zueinander konjugierten fremden 
Ebenen (im Sinne der komplex erweiterten symplektischen Geometrie). 
3-6) Ein reeller Eigenwert; die Fixpunkte liegen auf einer Sym-
plektonebene und zahlen aile doppelt. Nimmt man in einem ~1, ... ~s­
Koordinatensystem diese Ebene als ~4 = ~5 = ~6 = 0, so kann man die 
symplektische Perspektivitat auf die Form 
bringen, wo l eine 3-3-Einsmatrix und S eine 3-3-symmetrische Matrix 
ist und es nur auf den Rang von S ( = 0, l, 2, 3) ankommt. Dem entsprechen 
die 3.-6.Klasse. 
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Nach 29.20 diirfen wir annehmen, dass fur 
A= (~Xu) (f3u) (Y11) 
c~u 0 D C~, 0 ~) (0), 4>1A = -tX23 0 0 -tX33 0 {312 {313 
~~G 0 -~n) c p,. p,.) 0 -tX21 0 0 0 (0) 
0 
-01:31 0 0 0 
ist. Nimmt man als 4>3 das durch 
x~G 0 0) c 0 D G 1 ~). 0 0 1 0 0 0 1 ,0 0 0 
c 0 0) c 0 D G 0 i) Y= 0   0 0 0 0 -1 0 1 0 0 
bestimmte Symplekton, so wird die Diskriminante der Gleichung 30.1 
1 
-I6e' 
also nach Wunsch positiv oder negativ. Das ergibt Beispiele fiir die 1. 
und 2. Klasse. 
Nimmt man fiir 4>3 das durch 
x~G ~ 
Y~G r 
bestimmte Symplekton, so ergibt sich nach einiger Rechnung 
(
-01:13 0 0) 
4P4>1A = -01:23 0 0 
-01:33 0 0 
(0). 
Das ist ein Beispiel fiir die 3. Klasse, wenn Q1 = Q2 = e3 = 0, fiir die 4. Klasse, 
wenn nur Q1 = 0, fiir die 6. Klasse, wenn aile Qi * 0. 
Nimmt man fiir 4>3 das durch 
(1 0 1) (0 0 -1) X= 0 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 0 
(0 1 0) 0 0 -1 ' 
0 0 0 
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( 0 0 0) Y= 0 0 0 
0 l 0 CH D (O) 
bestimmte Symplekton, so ergibt sich ebenso 
(
- iXI3 
4lJI<PlA= -cx2a 
- iX33 
0 0) 0 0 
0 0 
also ein Beispiel fiir die 5. Klasse. 
0 
0 
{312 + iX2 
0) 0 ' 
fJ1a 
